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ЭКСПРЕСС-АНАЛИЗ НАПРЯЖЕННО-ДЕФОРМИРОВАННОГО 
СОСТОЯНИЯ НЕЗАКРЕПЛЕННОЙ ВЫРАБОТКИ НА ОСНОВЕ 
МОДЕЛИ С ЕДИНИЧНЫМИ ПАРАМЕТРАМИ 

Цель. В статье разработаны основы проведения экспресс-анализа напряженно-деформированного состо-
яния незакрепленной выработки определенного диаметра на основе конечно-элементного анализа модели с 
единичными параметрами (плотность грунта и его модуль упругости). Методика. Для достижения постав-
ленной цели, авторами с позиций теории упругости и основ метода конечных элементов было проведено 
обоснование формирования напряженного и деформированного состояния вокруг выработок кругового 
очертания. Разработана конечно-элементная модель выработки кругового очертания. Проведен численный 
анализ разработанной модели. Результаты. Получены параметры напряженно-деформированного состоя-
ния конечно-элементной модели выработки кругового очертания с единичными параметрами, а также с кон-
кретными значениями плотности грунта и его модуля упругости. Проведен сравнительный анализ, который 
позволил определить зависимости между двумя моделями. Научная новизна. Установлены закономерности 
напряженного и деформированного состояний конечно-элементной модели с единичными параметрами, 
предложены формулы, связывающие параметры ее НДС с моделью с конкретными параметрами (плотность 
грунта, его модуль упругости). Практическая значимость. Предложены формулы перехода от НДС конеч-
но-элементной модели с единичными параметрами для конкретных случаев плотности грунта и его модуля 
упругости для экспресс-анализа напряженно-деформированного состояния незакрепленной выработки. 

Ключевые слова: выработка; напряженно-деформированное состояние; метод конечных элементов; экс-
пресс-анализ; единичные параметры модели 

Введение 

Анализу напряженно-деформированного со-
стояния (НДС) незакрепленных отверстий по-
священы обстоятельные и репрезентативные 
труды. В них рассмотрены различные варианты 
выработок с вариацией геометрических разме-
ров и их формы, деформационных свойств ма-
териала, в котором находится отверстие, его 
плотности и множества других параметров [1-
3]. 

Объем посвященных проблеме незакреп-
ленного отверстия или выработки трудов (око-
ло десятков тысяч страниц и более) автомати-
чески подразумевает, что новое исследование 
НДС таких важных объектов нецелесообразно 
по причине обстоятельной разработанности 
вопроса. Однако, не отличаясь ярко выражен-
ной новизной, задача определения НДС выра-

боток все же остается актуальной по причине 
того, что определение напряжений и переме-
щений незакрепленного контура является вто-
рым шагом для дальнейших геомеханических 
расчетов системы «крепление – массив» (пер-
вый шаг – определение НДС нетронутого мас-
сива). Например, задача об отыскании напря-
женного состояния вокруг незакрепленной вы-
работки является классической, и разрабатыва-
лась выдающимися авторитетными авторами 
(И. В. Родин, Г. Н. Савин, К. В. Руппенейт, 
И. В. Баклашов и многие другие) [2, 4, 5]. 

Следует отметить, что серьезная разработка 
этого вопроса все же не позволила получить 
некоторое универсальное решение для вырабо-
ток, так как большое число результатов не было 
приведено в систему. Приближение к данному 
решению можно получить, проанализировав 
аналитические решения об определении НДС 
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незакрепленных выработок с позиций числен-
ных решений, например, методом конечных 
элементов (МКЭ). 

Цель 
Рассмотрение уже известных аналитических 

решений, ставших классическими, с использо-
ванием численных алгоритмов является весьма 
плодотворным, так как в процессе их разработ-
ки используются преимущества как аналитиче-
ского, так и численного подхода. То есть, при 
совместном применении приемов этих двух 
подходов, недостатки каждого минимизируют-
ся (а в некоторых случаях полностью исчеза-
ют), а преимущества стремятся к максимуму, 
что доказывается аналитическими построения-
ми и практическими решениями экспресс-
анализа НДС незакрепленной выработки на ос-
нове модели с единичными параметрами, при-
веденными ниже. 

Методика 
В механике подземных сооружений концеп-

туально сформировались два направления в 
области расчетов: 1) методы, основанные на 
аналитическом подходе; 2) численные методы. 
Проведенные многими исследователями анали-
тические обзоры применения данных методов 
[4-7] позволяют выделить те особенности, ко-
торые им присущи, причем этими особенно-
стями чаще всего являются достоинства и не-
достатки методов расчета. 

Так, методы, основанные на аналитическом 
подходе, отмечены универсальностью полу-
ченных решений, которые можно применять 
для различных условий, но их недостатком яв-
ляется значительное количество допущений, 
введенных при их получении. Примером реше-
ний аналитическими методами является приме-
нение плоских схем для расчета трехсводчатых 
станций метрополитена колонного и пилонного 
типов [7, 8], метод Метрогипротранса и 
О. Е. Бугаевой для расчета тоннелей кругового 
очертания [9, 10] и многие другие. 

Численные методы, в свою очередь, отмече-
ны возможностью расчета множества сложных 
тоннельных конструкций, но недостатком ре-
шений является то, что они относятся к кон-
кретному исследуемому случаю и не могут 
быть экстраполированы на подобные случаи с 
измененными свойствами. 

И все же в последнее время аналитические 
методы значительно реже применяются в рас-
четах тоннельных конструкций, что обусловле-
но сложностью их применения (усложненный 
математический аппарат, недостаточная про-
граммная реализация и т.д.). Весомым аргумен-
том для применения численных методов явля-
ется небольшое количество рассчитываемых 
объектов, конкретный подход к каждому более 
целесообразен и рационален, чем типовой рас-
чет без учета специфических особенностей по-
ведения сооружения.  

Наиболее применяющимся численным ме-
тодом является МКЭ, что объясняется доста-
точной разработанностью его основ, интегра-
ции его, как одного из методов теории упруго-
сти, в механику сплошных сред, простоты ал-
горитмизации и, что немаловажно, наличием 
мощных профессиональных расчетных ком-
плексов (MSC/NASTRAN, ANSYS, PLAXIS, 
SCAD, LIRA и многие другие). Но в то же вре-
мя в процессе применения МКЭ в расчетах 
тоннельных конструкций происходил посте-
пенный отрыв от методологии, разработанной 
аналитическими методами, что привело к неко-
торой однобокости исследований в этой обла-
сти. 

Это связано со специфическими особенно-
стями МКЭ, так как для получения точных ре-
шений, следует разработать наиболее адекват-
ную реальным условиям КЭ-модель, что явля-
ется наиболее важным этапом в расчетах. Со-
зданные же КЭ-модели являлись такими 
объектами математического моделирования, 
которые были присущи только МКЭ, и их про-
верка с помощью аналитических методов была 
затруднительна. Но проблема состоит в том, 
что часто создание КЭ-модели является слож-
нейшей задачей, и многие особенности поведе-
ния тоннельной конструкции, достаточно раз-
работанные в аналитических методах, не учи-
тываются в силу сложности моделирования. 
Соответственно, разрыв между двумя подхода-
ми увеличивается, что является негативным 
фактором для развития механики подземных 
сооружений. 

Теоретически процесс создания КЭ-модели 
заключается в следующем алгоритме: 

1. Создание геометрии модели. 
2. Задание граничных условий. 
3. Задание деформационных характеристик. 
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4. Приложение нагрузок. 
Достаточно часто при создании КЭ-модели 

в каждом шаге данного алгоритма допускаются 
небольшие неточности, накопление которых 
приводит к искажению результатов, причем эти 
неточности носят формальный характер. По-
этому рассмотрим каждый из шагов алгоритма 
и разработаем практические рекомендации для 
разработки адекватной реальным условиям КЭ-
модели тоннельной конструкции. 

Известно, что численные методы, будучи 
основанными на принципах вариационного ис-
числения и реализованными на базе компью-
терных программ, не требуют введения в мо-
дель дополнительных упрощений, необходи-
мых для реализации решения [10, 11]. Однако 
полученное численное решение конкретной 
задачи является уникальным, то есть априори 
неэкстраполируемым на подобные задачи с не-
сколько измененными характеристиками. 

Данное свойство численных методов пози-
ционируется многими авторами, как недостаток 
[12], хотя получение достаточно точного реше-
ния для конкретного расчетного случая иногда 
важней, чем получение зависимости, которую 
можно применить для других случаев, но при 
ее получении на основе аналитических методов 
в постановку задачи было заложено некоторое 
количество допущений, значительно уменьша-
ющих точность решения. Также некоторые ис-
следователи, сравнивая численные и аналити-
ческие методы, отмечают, что последние дают 
возможность получения решений в замкнутом 
виде, в то время как первые реализуют решение 
конкретных задач [13]. Данное положение так-
же несколько неверно, так как изложенные ни-
же результаты исследований позволяют чис-
ленное решение конкретного случая экстрапо-
лировать на другие случаи. 

Результаты 

Для дальнейшего численного анализа МКЭ, 
который реализован с использованием профес-
сионального расчетного комплекса Structure 
CAD for Windows, version 7.31 R.4 (SCAD) [14], 
воспользуемся разработанными моделями с 
единичными параметрами. Следует также от-
метить, что все дальнейшие решения реализу-
ются в упругой постановке, так как решение 
упругопластической задачи вряд ли можно экс-
траполировать на подобную задачу с изменен-

ными параметрами. 
В исследованных моделях с единичными 

параметрами точно отражены геометрические 
параметры выработки, а модуль упругости E  и 
плотность материала γ  (породы или грунта) 
равны единице. Попытка экстраполяции ре-
зультатов расчета с определенным коэффици-
ентом Пуассона, например, равным µ =0,3, на 
подобную модель с другим значением коэффи-
циента (например, µ =0,2) оказалось неудач-
ной, так как сложность получаемых зависимо-
стей для напряжений и перемещений по гори-
зонтальной оси, зависящих от этого параметра, 
не позволяет получить какие-либо простые 
функциональные зависимости. На рис. 1. при-
ведена конечно-элементная модель весомого 
породного массива, ослабленного отверстием. 

 
Рис. 1. Конечно-элементная модель породного мас-

сива, ослабленного отверстием 
КЭ-модель является пространственной на 

основе объемных конечных элементов, количе-
ство узлов – 5 268, конечных элементов – 3 288. 
Размеры модели: высота – 20 м, ширина – 22 м, 
толщина – 1 м. Породный массив ослаблен от-
верстием диаметром 7,5 м. Все узлы модели 
совместны, размер КЭ – от 0,25×0,25 до 0,5×0,5 
м, что для модели с такими размерами доста-
точно для процесса сходимости решения и по-
лучения достаточно точных результатов. 

Следует также отметить, что рассчитанная 
модель является совершенно отвлеченной с по-
зиции геометрических размеров и формы, ко-
торые могут быть различными, и деформаци-
онных характеристик, пределы изменения ко-
торых также могут быть заданы не произволь-
но, а конкретно. Данная модель является 
иллюстрацией приема определения напряжен-
но-деформированного состояния системы «по-
родный массив, ослабленный выработкой», а не 
конкретного объекта. 
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Авторами предлагается система граничных 

условий, которая разработана на основе поло-
жений аналитических методов и наиболее 
адекватна реальным условиям поведения си-
стемы «тоннельная конструкция – окружающий 
массив»: верх модели свободен от граничных 
условий; низ модели – запрет перемещений по 
осям X, Y и Z; бока модели – запреты по оси X 
и Y; торцы модели – запрет по оси Y. 

Постановка граничных условий верха и низа 
наиболее понятна, условия по бокам модели 
являются следствием доказательства академика 
А. Н. Динника о распределении вертикальных и 
горизонтальных напряжений в нетронутом мас-
сиве ( 0≠ε z ; 0=ε=ε yx ), а запрет по торцам 
моделирует условие плоской деформации 
( 0=ε y ; 0≠ε=ε zx ) [4]. 

Таким образом, данная система граничных 
условий, реализованная в КЭ-модели с исполь-
зованием опыта аналитических представлений 
о поведении системы «тоннельная конструкция 
– окружающий массив» наиболее адекватна 
реальным условиям. При разработке моделей 
использовались следующие практические ре-
комендации [15]: 

1. При создании геометрии модели, кроме 
отображения реальных размеров сооружения, 
следует обратить внимание на сходимость ре-

шения при изменении размеров КЭ, а также 
размеров расчетной области. Основной реко-
мендацией является то, что модель должна 
быть пространственной на основе объемных 
КЭ, как наиболее адекватная реальным кон-
струкциям. 

2. При наложении граничных условий мож-
но использовать предложенную авторами си-
стему, как наиболее адекватную работе тон-
нельных конструкций. 

3. При определении деформационных ха-
рактеристик частей системы «тоннельная кон-
струкция – окружающий массив» следует ими-
тировать в КЭ-модели их изменение с помо-
щью результатов лабораторных испытаний. 

4. Наиболее адекватным загружением моде-
ли является собственный вес, что позволяет не 
вводить в расчет дополнительные допущения и 
ведет к повышению точности полученных ре-
зультатов. 

Приводимые ниже результаты исследования 
данной модели вполне соответствуют принци-
пам теории упругости, однако нигде не приво-
дились в виде систематизированных положе-
ний и, тем более, формул. Проведя расчет КЭ-
модели с единичными параметрами (см. рис. 1) 
получены следующие результаты (рис. 2). 

а) 

 

б) 

 

в) 

 

г) 

 
Рис. 2. Результаты расчета КЭ-модели с единичными параметрами: 

а) перемещения по горизонтальной оси; б) перемещения по вертикальной оси; 
в) напряжения по горизонтальной оси; г) напряжения по вертикальной оси 
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Получив распределения изополей напряже-
ний и перемещений в модели с единичными 
параметрами достаточно легко перейти к ре-
альному случаю: 

1) для получения реальных перемещений rS  
следует перемещения в модели с единичными 
параметрами eS  перемножить со значением 
реального удельного веса rγ  и разделить их на 
реальное значение модуля упругости rE  и еди-
ничное значение удельного веса eγ : 

r
r e

e r

S S
E
γ

=
γ

. 

2) для получения реальных напряжений rσ  
следует напряжения в модели с единичными 
параметрами eσ  перемножить со значением 
реального удельного веса rγ  и разделить на 
единичное значение удельного веса eγ : 

r
r e

e

γ
σ = σ

γ
. 

Для примера проверки верности формул 
ниже приводятся результаты расчета КЭ-
модели со следующими значениями парамет-
ров: модуль упругости rE =35 кПа; удельный 
вес rγ =20 кН/м3 (рис. 3). 

а) 

 

б) 

 

в) 

 

г) 

 
Рис. 3. Результаты расчета КЭ-модели с конкретными параметрами: 

а) перемещения по горизонтальной оси; б) перемещения по вертикальной оси; 
в) напряжения по горизонтальной оси; г) напряжения по вертикальной оси 

Как видно из представленных результатов 
численных расчетов (рис. 2 и 3), изолинии и 
изополя напряженного и деформированного 
состояний идентичны в качественном отноше-
нии, а количественно их отличия можно полу-
чить по формулам, представленным выше. Так, 
если напряжения, обозначенные в распашном 
окне правее картин перемещений на рис. 2, а) и 
б) умножить на 20 (реальный удельный вес) и 
разделить на 1 (единичное значение удельного 
веса) и 35 (модуль упругости), то получатся 

значения перемещений на рис. 3, а) и б); если 
же значения напряжений на рис. 2, в) и г) 
умножить на 20 (реальный удельный вес) и 
разделить на 1 (единичное значение удельного 
веса), то получатся значения напряжений на 
рис. 3, в) и г). 

Научная новизна и практическая значи-
мость 

Установлены закономерности напряженного 
и деформированного состояний конечно-
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элементной модели с единичными параметра-
ми, предложены формулы, связывающие пара-
метры ее НДС с моделью с конкретными пара-
метрами (плотность грунта, его модуль упруго-
сти). Предложены формулы перехода от НДС 
конечно-элементной модели с единичными па-
раметрами для конкретных случаев плотности 
грунта и его модуля упругости для экспресс-
анализа напряженно-деформированного состо-
яния незакрепленной выработки. 

Выводы 

Для определения НДС незакрепленных вы-
работок определенного диаметра достаточно 
провести один численный расчет КЭ-модели с 
единичными параметрами и с помощью про-
стых аналитических формул перевести НДС 
этой модели для всех возможных случаев ре-
альных выработок. 
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ЕКСПРЕС-АНАЛІЗ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО СТАНУ 
НЕЗАКРІПЛЕНОЇ ВИРОБКИ НА ОСНОВІ МОДЕЛІ 
З ОДИНИЧНИМИ ПАРАМЕТРАМИ 

Мета. В статті розроблені основи проведення експрес-аналізу напружено-деформованого стану незакрі-
пленої виробки певного діаметру на основі скінченно-елементного аналізу моделі з одиничними параметра-
ми (густина ґрунту і його модуль пружності). Методика. Для досягнення поставленої мети, авторами з по-
зицій теорії пружності і основ методу скінченних елементів було проведене обґрунтування формування на-
пруженого і деформованого стану навколо виробок кругового контуру. Розроблена скінченно-елементна 
модель виробки кругового контуру. Проведений чисельний аналіз розробленої моделі. Результати. Отри-
мані параметри напружено-деформованого стану скінченно-елементної моделі виробки кругового контуру з 
одиничними параметрами, а також з конкретними значеннями густини ґрунту і його модуля пружності. 
Проведений порівняльний аналіз, який дозволив визначити залежності між двома моделями. Наукова нови-
зна. Встановлені закономірності напруженого і деформованого станів скінченно-елементної моделі з одини-
чними параметрами, запропоновані формули, що зв’язують параметри її НДС з моделлю з конкретними па-
раметрами (густина ґрунту, його модуль пружності). Практична значимість. Запропоновані формули пере-
ходу від НДС скінченно-елементної моделі з одиничними параметрами для конкретних випадків густини 
ґрунту і його модуля пружності для експрес-аналізу напружено-деформованого стану незакріпленої вироб-
ки. 

Ключові слова: виробка; напружено-деформований стан; метод скінченних елементів; експрес-аналіз; 
одиничні параметри моделі 
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EXPRESS-ANALYSIS OF THE STRESS-STRAIN STATE OF THE 
UNFASTENED EXCAVATION ON THE BASIS OF MODEL WITH 
SINGLE PARAMETERS 

Purpose. Bases of conducting of the express-analysis of the stress-strain state of the unfastened excavation of 
certain diameter on the basis of finite elements analysis of model with single parameters (closeness of soil and his 
module of resiliency) are developed in the article. Methodology. To achieve this goal, the authors, from the stand-
point of the theory of elasticity and the fundamentals of the finite element method, carried out a justification for the 
development of the stress-strain state around the excavation of a circular outline. A finite element model for the ex-
cavation of a circular shape has been developed. The numerical analysis of the developed model is carried out. 
Findings. The parameters of the stress-strain state of a finite-element model for excavation of a circular outline with 
single parameters, as well as with specific values of the density of the soil and its elastic modulus, are obtained. A 
comparative analysis was carried out, which allowed to determine the dependencies between the two models. Orig-
inality. The regularities of the stressed and deformed states of a finite-element model with single parameters are 
established, formulas relating its SSS parameters to a model with specific parameters are proposed. (soil density, its 
modulus of elasticity). Practical value. The formulas for the transition from the SSS of a finite-element model with 
single parameters for specific cases of soil density and its modulus of elasticity are proposed for express analysis of 
the stress-strain state of the unfastened excavation. 

Keywords: excavation; stress-strain state; finite element method; express analysis; single model parameters 
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