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НЕЛІНІЙНІ СТАЦІОНАРНІ КОЛИВАННЯ БАЛОЧНИХ 
ПРОГОНОВИХ БУДОВ ВІД ДІЇ ПЕРІОДИЧНИХ ІМПУЛЬСІВ 

Мета. Метою роботи є побудова наближеного рішення стаціонарних коливань нелінійного рівняння з 
кубічною характеристикою. Розрахункова схема, що розглядається найбільше відповідає умовам роботи 
прогонової будови при виникненні дефектів опорних частин. В цьому разі можуть проявитись поздовжні 
сили в балці прогонової будови. Методика. В роботі досліджується нелінійні коливання прогонових будов 
малих мостів. Розглядаються незатухаючі коливання балки, що спирається на шарнірно нерухомі опорні 
частини з обох сторін від дії періодичного одностороннього імпульсного навантаження. Розрахункова схема 
відрізняється від статично визначеної схеми балки, яка враховує дефектні опорні частини. В статті, що розг-
лядається можливий перехід до системи балки на рухомих опорних частинах. Для рішення нелінійного рів-
няння другого порядку однопрогонової балки з врахуванням поздовжньої сили прийнятий метод змінного 
масштабу часу, розроблений академіком Академії наук УССР, професором Бондарем М. Г. Метод змінного 
масштабу дає достатньо наближені рішення такого класу задач. Результати. Виконано наближене аналітич-
не рішення методом змінного масштабу часу стаціонарних нелінійних коливань прогонової будови з ураху-
ванням поздовжньої сили, що визвано односторонніми імпульсами, що періодично повторюються. За одер-
жаними формулами рішення нелінійного рівняння з кубічною характеристикою легко побудувати амплітуд-
но-частотні характеристики і форми коливань. Наукова новизна. Вперше виконано рішення рівняння коли-
вань балки з врахуванням поздовжньої сили. Встановлено критерії ударного резонансу для системи без 
тертя, а також з врахуванням в’язкого тертя. Одержано вираз для амплітудно-частотної характеристики сис-
теми, що розглядається. Практична цінність. Дослідження коливань прогонової будови з врахуванням поз-
довжньої сили дали практичну цінність у можливості аналітичного обчислення форм коливань, критерії 
ударного резонансу та амплітудно-частотної характеристики системи від дії періодичних односторонніх 
імпульсних навантажень. Система балок прогонових будов враховує дефектні опорні частини (заклинення 
рухомих опорних частин) прогонових будов малих та середніх залізничних мостів. 

Ключові слова: стаціонарні коливання; ударний імпульс; балка; прогонова будова залізничного моста; 
нелінійні коливання; амплітудно-частотна характеристика 

Вступ 

В роботах (Бондарь, 1962; Казакевич, 2009; 
Davtalab, Woo, & Pagwiwoko, & Lenci, 2015; 
Burlon, Kougioumtzoglou, Failla, & Arena, 2019) 
автори досліджують нелінійні коливання сис-
тем, що збуджуються різними періодичними 
збуджувачами, в тому числі й ударними. 

Експериментальні дані динамічних випро-
бувань прогонових будов балочних мостів ма-
ють велике відхилення. Одним із можливих 
пояснень такого явища є (Бондарь, 1962) нелі-
нійність коливань прогонових будов, викликані 

недосконалістю опорних частин малих мостів. 
В такому разі параметри коливань прогонових 
будов залежать від випадкових початкових 
умов. 

В роботі професора М. Г. Бондаря (1962) ро-
зглянуті вільні незатухаючі коливання простої 
балки з врахуванням поздовжньої сили. Пока-
зано, що вплив поздовжньої сили на частоту 
вільних коливань має обмежене значення. Та-
кож показано, що вплив нелінійності на коли-
вання прогонової будови при перехідному ре-
жимі коливань буде менше ніж при стаціонар-
них коливаннях. Особливий інтерес виникає 
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коли збуджувачем такої нелінійної системи є 
періодичні імпульси. 

На прогонових будовах залізничних мостів з 
метою зменшення ударів коліс рухомого складу 
стик рейок повинен бути не менше 2 м від спи-
рання прогонової будови на опорні частини. 
Наявність стиків їздових рейок визивають уда-
ри коліс рухомого складу (Радзиховский, Ройт-
бурд, & Тененбаум, 1976; Радзиховский, Ройт-
бурд, Тенненбаум et al., 1980). 

При однакових відстанях між осями коліс 
рухомого складу можливе встановлення стаці-
онарних коливань прогонових будов від імпу-
льсів (ударів), що періодично повторюються 
(Reshetnov, Solomka, & Ovchynnykov, 2017). 

Недоліки в конструкціях опорних частин 
можуть виникати – це і заклинка опорних час-
тин, зміна величини тертя поверхонь і таке ін-
ше (Ключник, 2017). При наявності дефектів 
опорних частин, динамічна робота прогонових 
будов має зміни. Необхідно розглянути незату-
хаючі коливання балки малого моста, що спи-
рається на обидві шарнірно нерухомі опорні 
частини. У зв’язку з цим прийнята розрахунко-
ва схема ближче відповідає умовам роботи про-
гонової будови у порівнянні зі статично визна-
ченою балкою (Тарасенко, 1972a; Тарасенко, 
1972b). В роботі (Бондарь, 1962) одержано не-
лінійне рівняння з кубічною характеристикою. 

Мета 

Метою роботи є побудова наближеного рі-
шення стаціонарних коливань нелінійного рів-
няння без тертя, а також з врахуванням в’язкого 
тертя. 

Методика 

Визначення чинників впливу на динамічну 
поведінку мостів під рухомим навантаженням 
та вплив параметрів конструкції є основою бі-
льшості розрахунків конструкції на динамічне 
навантаження. Найчастіше власні форми коли-
вань представляють у вигляді простих гармоні-
чних функцій, сукупність яких називається 
спектром власних частот (Yang, Yau, & Wu, 
2004; Казакевич, 2009). В роботі досліджується 
нелінійні незатухаючі коливання балок прого-
нових будов малих мостів, що спирається на 
шарнірно нерухомі опорні частини з обох сто-
рін. Дуже часто опорні частини, що недостат-
ньо обслуговують мають такі дефекти як за-

клинювання, сухе тертя рухомих опорних час-
тин, попадання в рухомі частини сміття чи ґру-
нту. При появі дефектів опорних частин, особ-
ливо рухомих, виникає додаткове горизонталь-
не зусилля, що впливає на частоти власних ко-
ливань балок прогонових будов. Розрахункова 
схема такої системи відрізняється від статично 
визначеної схеми балки, яка враховує дефектні 
опорні частини. Тож для рішення нелінійного 
рівняння другого порядку прийнятий метод 
змінного масштабу часу, розроблений академі-
ком АН УССР, професором М. Г. Бондарем 
(1969). 

Результати 

Розглянемо стаціонарні коливання простої 
балки, що спирається на шарнірно нерухомі 
опорні частини з урахуванням поздовжньої си-
ли (рис. 1) від дії імпульсів, що періодично по-
вторюються (рис. 2). 

 
Рис. 1. Розрахункова схема балки на двох опорах 
при наявності поздовжньої сили, що виникає від 

дефектів опорних частин 

Така розрахункова схема (рис. 1) відповідає 
умовам роботи прогонових будов, яка враховує 
наявність дефектів опорних частин. 

 
Рис. 2. Схема дії імпульсного навантаження 

на масу М 

Вільні коливання такої системи (рис. 1) мо-
жна описати рівнянням (Бондарь, 1962): 

3 =0,y y y+ α +β   (1) 

3

48 ;EI
Ml

α =  
2

3 2

6 ,
5

EI
Ml
π

β =
ρ

 

де Е – модуль пружності матеріалу балки; І 
– момент інерції поперечного перерізу балки; 
ЕІ – жорсткість балки; ρ – радіус інерції перері-
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зу балки. 

Стаціонарні коливання без врахування 
тертя. Диференціальне рівняння коливання 
маси М при дії імпульсів, що періодично по-
вторюються можна записати так: 

[ ]

3

1 1 2

( ) ( )

( ) ( ) ( 2 ) ,

y t y y
S t t T t T ...
M

+ α +β =

= σ + σ − + σ − +



   (2) 

де S – величина імпульсу що прикладається; 
М – маса балки; t – час; σ1 – імпульсивна функ-
ція першого роду; Т – період прикладання од-
носторонніх імпульсів. 

Розглянемо один із періодів Т коливання 
маси М. Протягом періоду (Т), що розглядаєть-
ся, коливання балки являються вільними і у 
відповідності з методом змінного масштабу 
(Бондарь, 1969) описується рішенням: 

0 0( ) ( )cos ( ) sin ( ),f y f y t v t= η + η  (3) 
де ( )f y  – значення амплітудної функції; 

( )f y  – величина амплітудної функції при t=0; 
v0 – швидкість при t = t0 = 0; η(t) – фазова функ-
ція. 

Диференціюючи (3) по часу t находимо: 
0 0( ) ( )sin ( ) cos ( )/f y f y t v t .= − η + η  (4) 

В рівності (4) враховано η(t)=θt (Бондарь, 
1962). 

В кінці періоду (Т), що розглядається, без-
посередньо перед прикладанням наступного 
імпульсу (при t=Т) находимо вираз для амплі-
тудної функції та швидкості: 

1 0 0

1 0 0

( ) ( )cos ( ) sin ( ),
( )sin ( ) cos ( )

f y f y Т v Т
v f y T v T .

−

−

= η + η 
= − η + η 

 (5) 

Індексом «-1» позначено величину ампліту-
дної функції та швидкості безпосередньо перед 
прикладенням імпульсу, а «+1» теж після прик-
ладання імпульсу. 

В момент після прикладання імпульсу амп-
літудна функція не змінить свого значення, а 
швидкість у відповідності з теоремою про кіль-
кість руху (Бондарь, & Попович, 1973) миттєво 
зміниться на величину S/M і буде: 

1 0 0( )sin ( ) cos ( )v f y T v T S / M .+ = − η + η + (6) 
Розглянемо стаціонарні коливання в тому 

розумінні, що рух на кожному із періодів (Т) 
імпульсів (рис. 2) повторюється. Тоді критерії 
стаціонарності запишемо так: 

1 1 1 1( ) ( );f y f y v v .− + − += =   (7) 
Підставляючи значення амплітудної функції 

і швидкості в умови стаціонарності одержуємо: 
0 0 0

0 0 0

( ) ( )cos ( ) sin ( )
( )sin ( ) cos ( )

f y f y Т v Т ,
v f y T v T S / M .

= η + η 
= − η + η + 

(8) 

Із системи рівнянь (8) з двома невідомими 
находимо: 

0 0
1( ) ( 2 )ctg ( ); 2
2

f y S / M Т v S / M .= η = (9) 

Підставляючи найдені початкові умови (9) в 
рішення (3) знаходимо закон руху на дільниці 
між імпульсами: 

[ ]

1( )
2 sin0 5 ( )

cos ( )sin0 5 ( ) sin ( )cos0 5 ( ) ,

Sf y
M , Т

t , Т t , Т

= ×
η

× η η + η η
 

або в одночленному виразі: 

[ ]1( ) sin ( ) ,
2 sin0 5 ( )
Sf y t
M , Т

= η + γ
η

       (10) 

де: ( ) 2Т / .γ = η  
Амплітудна функція f(y) (10) має найбільше 

значення при y=A, тобто f(ymax)= f(A). 
Максимальне значення амплітудної функції 

буде мати місце при sin[η(t)+γ]=1, тоді: 
1( )

2 sin0 5 ( )
Sf А .
M , Т

=
η

  (11) 

Фазова функція у методі змінного масштабу 
має властивість (Бондарь, 1969) sinη(t)=snθt, де 
sn – еліптичний синус Якобі, θ – частота віль-
них коливань, що залежить від амплітуди А. 

На основі вищенаведеної рівності можна за-
писати: 

sin ( ) sin , sin 0,5 ( ) sn 0,5 .Т Т Т Тη = θ η = θ   (12) 
Підставляючи (12) в (11), одержимо: 

1( )
2 sn0 5
Sf A .
M , T

=
θ

  (13) 

В (13) період дії імпульсів Т рівний: 
2 ,T /= π ω  

тоді вираз (13) для максимального значення 
амплітудної функції матиме вид: 

( ) sn ,
2
Sf A
M

θπ
=

ω
   (14) 

де ω – частота прикладання імпульсів. 
Амплітудна функція f(A) має безкінечне 

значення при sn 0.θπ
→

ω
 Звідси одержуємо 

умову ударного резонансу: 
© М. М. Попович, С. В. Ключник, 2022 Creative Commons Attribution 4.0 International 
 
82 



ISSN 2413-6212 (Online), ISSN 2227-1252 (Print) 
Мости та тунелі: теорія, дослідження, практика, 2022, № 21 

 
МОСТИ ТА ТУНЕЛІ: ТЕОРІЯ, ДОСЛІДЖЕННЯ, ПРАКТИКА 

10 2 3 ,, , , , або
n

πθ ω
= π π π =

ω θ
 де n=1, 2, 3… 

У випадку кубічної характеристики рівняння 

(2) 2( )
2

f y y yβ
= α +  і 2( )

2
f А А Аβ

= α + , (15) 

тоді вираз (14) запишеться так: 
1

2 2 sn
SА А ,
M /

β
α + =

πθ ω
 (16)  

де 23(1 )
8

А .β
θ = α +

α
 

Стаціонарні коливання з врахуванням 
тертя. Диференціальне рівняння коливання 
маси М при дії періодичного імпульсного нава-
нтаження можна записати так: 

[ ]

3

1 2 3

( ) 2

( ) ( ) ( 2 ) ,

y t ny y y
S t t T t T ...
M

+ + α +β =

= σ + σ − + σ − +

 

(17) 

де n – малий коефіцієнт в’язкого тертя 
(n<<1); S – величина імпульсу що прикладаєть-
ся; М – приведена маса балки; t – час; σ1 – ім-
пульсивна функція першого роду; Т – період 
прикладання односторонніх імпульсів. 

Розглянемо, як і вище, один із періодів (Т) 
дії імпульсів, приймаючи за початок відліку 
часу момент зникнення попереднього імпульсу. 
Протягом періоду (Т), що розглядається, коли-
вання маси М являються вільними і у відповід-
ності з методом змінного масштабу описується 
рішенням: 

[ ]0 0( ) e ( )cos ( ) sin ( ) ,ntf x f x t v t−= θ + θ  (18) 

В кінці періоду (Т), що розглядається, перед 
прикладанням наступного імпульсу вираз для 
амплітудної функції буде: 

[ ]1 0 0( ) e ( )cos sin ,ntf x f x Т v T−
− = θ + θ   (19) 

Диференціюючи (18) за часом t, маємо  
[ ]

[ ]
0 0

0 0

( ) ( ) e ( )cos sin

( )sin cos

/ nt

nt

f x x t n f x Т v T

e f x Т v T .

−

−

= − θ + θ +

+ − θ + θ ⋅θ



 

Враховуючи співвідношення в методі змін-
ного масштабу ( ) ( )/t t , t ,η = θ η ≡ θ  одержимо 
вираз для швидкості: 

[ ]

[ ]
0 0

0 0

( ) e ( )cos sin

e ( )sin cos

nt

nt

nx t f x Т v T

f x Т v T .

−

−

= − θ + θ +
θ

+ − θ + θ



    (20) 

Перед прикладанням наступного імпульсу 
швидкість буде рівна: 

[ ]

[ ]
1 0 0

0 0

e ( )cos sin

e ( )sin cos

nt

nt

n f x Т v T

f x Т v T .

−
−

−

n = − θ + θ +
θ

+ − θ + θ
 

В момент прикладання наступного імпульсу 
вираз для амплітудної функції не змінить свого 
значення, тобто: 

1 1( ) ( ),f x f x+ −=   (21) 
а швидкість миттєво зміниться на величину 
S / M , тобто: 

[ ]

[ ]

1 0 0

0 0

e ( )cos sin

e ( )sin cos .

nt

nt

nv f x Т v T

Sf x Т v T
M

−
+

−

= − θ + θ +
θ

+ − θ + θ +
 (22) 

Підставляючи значення амплітудної функції 
(21) і швидкості (22) в умову періодичності (7), 
одержимо систему двох рівнянь з двома неві-
домими f(x0) та v0: 

[ ]

[ ]

[ ]

0 0 0

0 0 0

0 0

( ) e ( )cos sin ;

e ( )cos sin

e ( )sin cos .

nt

nt

nt

f x f x Т v T
nv f x Т v T

Sf x Т v T
M

−

−

−

= θ + θ

= − θ + θ +
θ

+ − θ + θ +

       (23) 

Із (23) находимо: 

0
2

e sin( ) ,
1 e 2e cos e sin

nt

nt nt nt

S Tf x nM T T

θ
= ⋅

+ − θ + θ
θ

  (24) 

0
2

e e cos ,
1 e 2e e sin

nt nt

nt nt nt

S ( T )v nM cos T T

− θ
= ⋅

+ − θ + θ
θ

  (25) 

Підставляючи (24) та (25) в (18), після не-
складних перетворень одержуємо закон руху на 
ділянці між імпульсами: 

( ) [ ]( )2
1

2

( )

e 1 e 2e сos e sin
,

1 e 2e cos e sin

0 ,

nt nt nt nt

nt nt nt

Sf x
M

T t

nT T

t T

−

= ×

+ − θ θ + γ
×

+ − θ + θ
θ

≤ ≤

  (26) 

де γ1 визначається із умови: 

1
sinθtgγ ,

e cosθnT

T
T

=
−

 

екстремуму f(x) відповідає значення t=tm, коли  
d ( ) 0,

dt
f x

= одержуємо: 

Creative Commons Attribution 4.0 International © М. М. Попович, С. В. Ключник, 2022 
 

83 



ISSN 2413-6212 (Online), ISSN 2227-1252 (Print) 
Мости та тунелі: теорія, дослідження, практика, 2022, № 21 
 

МОСТИ ТА ТУНЕЛІ: ТЕОРІЯ, ДОСЛІДЖЕННЯ, ПРАКТИКА 

1 1tg arctgm m( t ) , t i ,
n n
θ θ

θ +γ = θ + γ = + π  

де і=0, 1, 2, 3, … . 
Находимо екстремальне значення амплітуд-

ної функції: 

( )2

2

e 1 e 2e сos
( )

1 e 2e cos e sin

nT nT nT

і
nt nt nt

i i
i

TSf А nM T T

+ − θ
= ⋅ ×

+ − θ + θ
θ

arctg 2
e

i
i

i

n
n .
θ − ⋅ + π−γ θ  

 
 ×
 
 

  (27) 

Рух між імпульсами вільний, тоді перший 

максимум буде при / 1
m 1

1

1 arctg ,t
n
θ = − γ θ  

 а ви-

раз для амплітудно-частотної характеристики 
для системи з кубічною характеристикою від-
новлювальної сили (17) прийме вираз  

2

2 4 2

4 2 2

0 5

2e 1 e 2e сos

2 21 e 2e cos e sin

n n n

n n n

A , A

S
M n

π π π
ω ω ω

π π π
ω ω ϖ

α + β =

 π + − θ
 ω = ⋅ ×

θπ π
+ − + θ

ω θ ω

 

arctg
e

i
n

n .
θ − ⋅ −γ θ  

 
×  
 

  (28) 

Форму руху на періоді Т між імпульсами не-
обхідно будувати за виразом 

( )

2

2

2

1
2

e 1 e 2e сos

1 e 2e cos e sin

e sin( ),

nt nT nT
і

nT nT nT
i і

i
nt

i i

x x

TS
nM T T

t−

α + β =

+ − θ
= ⋅ ×

+ − θ + θ
θ

× θ + γ

   (29) 

а частоту коливань можна визначити за форму-
лою: 

23 .
4і iAθ = α + β  

Наукова новизна та практична значимість 

Вперше виконано рішення рівняння коли-
вань балки з врахуванням поздовжньої сили. 
Встановлено критерії ударного резонансу для 
системи без тертя, а також з врахуванням 

в’язкого тертя. Одержано вираз для амплітуд-
но-частотної характеристики системи, що розг-
лядається. 

Дослідження коливань прогонової будови з 
врахуванням поздовжньої сили дали практичну 
цінність у можливості аналітичного обчислення 
форм коливань, критерії ударного резонансу та 
амплітудно-частотної характеристики системи 
від дії періодичних односторонніх імпульсних 
навантажень. Система балок прогонових будов 
враховує дефектні опорні частини (заклинення 
рухомих опорних частин) прогонових будов 
малих та середніх залізничних мостів. 

Висновки 

Виконано наближене аналітичне рішення 
методом змінного масштабу часу стаціонарних 
нелінійних коливань прогонової будови з ура-
хуванням поздовжньої сили, що визвано однос-
торонніми імпульсами, що періодично повто-
рюються. Встановлено критерії ударного резо-
нансу. Одержано вираз для амплітудно-
частотної характеристики системи, що розгля-
дається. 
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NONLINEAR STATIONARY OSCILLATIONS 
OF BEAM GIRDER STRUCTURES 
FROM THE ACTION OF PERIODIC PULSES 

Purpose. The aim of this work is to construct an approximate solution of stationary oscillations of a nonlinear 
equation with a cubic characteristic. The design scheme under consideration best corresponds to the operating condi-
tions of the girder structure in the event of defects of the supporting parts. In this case, longitudinal forces may ap-
pear in the girder of the girder structure. Methods. The paper investigates nonlinear oscillations of girder structures 
of small bridges. The undamped oscillations of the beam resting on hinged fixed support parts on both sides from 
the action of periodic unilateral impulse loading are considered. The design scheme differs from the statically de-
fined beam scheme, which takes into account defective support parts. In the article, the possible transition to the 
beam system on moving support parts is considered. To solve the nonlinear equation of the second order of a single-
span beam taking into account the longitudinal force, a method of variable time scale used, developed by Academi-
cian of the Academy of Sciences of the USSR, professor Bondar M. G. The method of variable scale gives fairly 
approximate solutions to this class of problems. Results. An approximate analytical solution is performed by the 
method of variable time scale of stationary nonlinear oscillations of the girder structure taking into account the lon-
gitudinal force caused by one-sided pulses that are periodically repeated. According to the obtained formulas of the 
solution of the nonlinear equation with cubic characteristic it is easy to construct amplitude-frequency characteristics 
and forms of oscillations. Originality. For the first time the solution of the equation of oscillations of a beam taking 
into account longitudinal force is executed. The criteria of impact resonance for the system without friction, as well 
as taking into account the viscous friction. An expression for the amplitude-frequency characteristic of the system 
under consideration is obtained. Practical meaning. Studies of beam structure oscillations taking into account the 
longitudinal force gave practical value in the possibility of analytical calculation of oscillation forms, shock reso-
nance criteria and amplitude-frequency characteristics of the system from the action of periodic unilateral impulse 
loads. The system of girder beams takes into account defective supporting parts (jamming of movable supporting 
parts) of girder structures of small and medium railway bridgesd. 

Keywords: stationary oscillations; shock pulse; beam; girder structure of the railway bridge; nonlinear oscilla-
tions; amplitude-frequency characteristic 
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